
¶∂ƒπ∂Ã√ª∂¡∞

¶ÚfiÏÔÁÔ˜ .................................................................................................................
µÈÔÁÚ·ÊÈÎfi Û˘ÁÁÚ·Ê¤ˆÓ........................................................................................

∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 1: µ∞™π∫∂™ ∂¡¡√π∂™

1.1 ¶ƒ√∞¶∞π∆√Àª∂¡∂™ °¡ø™∂π™ .....................................................17
1.1.1 ¢˘Ó¿ÌÂÈ˜ .........................................................................................17
1.1.2 ∞ÚÈıÌfi˜ e .......................................................................................19
1.1.3 §ÔÁ¿ÚÈıÌÔÈ ....................................................................................19

1.2 ™À¡∞ƒ∆∏™∂π™.......................................................................................20
1.2.1 √ÚÈÛÌÔ› µ·ÛÈÎ¤˜ ŒÓÓÔÈÂ˜ ............................................................20
1.2.2 ¶Ú¿ÍÂÈ˜ ..........................................................................................22
1.2.3 µ·ÛÈÎ¤˜ ™˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜....................................................................24

1.3 ∂∫£∂∆π∫∏ ™À¡∞ƒ∆∏™∏...................................................................32
1.4 §√°∞ƒπ£ªπ∫∏ ™À¡∞ƒ∆∏™∏...........................................................35
§Àª∂¡∂™ ∞™∫∏™∂π™ ......................................................................................39
∞§À∆∂™ ∞™∫∏™∂π™..........................................................................................47

∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 2: A¡∞§√°π™∆π∫∞ ª∞£∏ª∞∆π∫∞

2.1 £∂ª∂§πø¢∂π™ √π∫√¡√ªπ∫∂™ ∂¡¡√π∂™
∫∞π √ƒπ™ª√π .........................................................................................54

2.2 ∞¶§√™ ∆√∫√™ .....................................................................................55
2.2.1 ÀÔÏÔÁÈÛÌfi˜ ÙÔ˘ ·ÏÔ‡ ÙfiÎÔ˘....................................................55

2.2.1.1 ÀÔÏÔÁÈÛÌfi˜ ÙÔ˘ ·ÏÔ‡ ÙfiÎÔ˘ fiÙ·Ó 
Ô ¯ÚfiÓÔ˜ ÂÎÊÚ¿˙ÂÙ·È ÛÂ ¤ÙË.........................................55



2.2.1.2 ÀÔÏÔÁÈÛÌfi˜ ÙÔ˘ ·ÏÔ‡ ÙfiÎÔ˘ fiÙ·Ó Ô ¯ÚfiÓÔ˜ 
ÂÎÊÚ¿˙ÂÙ·È ÛÂ Ì‹ÓÂ˜.....................................................56

2.2.1.3 ÀÔÏÔÁÈÛÌfi˜ ÙÔ˘ ·ÏÔ‡ ÙfiÎÔ˘ fiÙ·Ó Ô ¯ÚfiÓÔ˜ 
ÂÎÊÚ¿˙ÂÙ·È ÛÂ ËÌ¤ÚÂ˜ ..................................................56

2.2.1.4 ∆ÂÏÈÎ‹ ·Í›· ÎÂÊ·Ï·›Ô˘ ‹ ‡„Ô˜ ÎÂÊ·Ï·›Ô˘ Ct ...........57
2.2.1.5 ª¤ÛÔ ÂÈÙfiÎÈÔ ...............................................................57

2.2.3 ∂Ó·ÏÏ·ÎÙÈÎ‹ Ì¤ıÔ‰Ô˜ ˘ÔÏÔÁÈÛÌÔ‡ ÙÔ˘ ·ÏÔ‡ ÙfiÎÔ˘..............58
2.2.3.1 ÀÔÏÔÁÈÛÌfi˜ ÙÔ˘ ·ÏÔ‡ ÙfiÎÔ˘ ÌÂ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô 

ÙÔ˘ ÛÙ·ıÂÚÔ‡ ‰È·ÈÚ¤ÙË..................................................58
2.3 ¶ƒ√∂•√º§∏™∏ °ƒ∞ªª∞∆πø¡......................................................58

2.3.1 °Ú·ÌÌ¿ÙÈÔ ÂÈ˜ ‰È·Ù·Á‹ Î·È Û˘Ó·ÏÏ·ÁÌ·ÙÈÎ‹ ..............................58
2.3.2 ¶·ÚÔ‡Û· Î·È ÔÓÔÌ·ÛÙÈÎ‹ ·Í›· ÁÚ·ÌÌ·Ù›Ô˘...............................59
2.3.3 ¶ÚÔÂÍfiÊÏËÛË ÁÚ·ÌÌ·Ù›ˆÓ...........................................................59

2.4 π™√¢À¡∞ªπ∞ °ƒ∞ªª∞∆πø¡ ..........................................................61
2.4.1 ∂ÈÛ·ÁˆÁ‹ .......................................................................................61
2.4.2 ÀÔÏÔÁÈÛÌfi˜ ÙË˜ ÔÓÔÌ·ÛÙÈÎ‹˜ ·Í›·˜ ÙÔ˘ ÂÓÈ·›Ô˘ 

ÁÚ·ÌÌ·Ù›Ô˘ ÌÂ ÂÔ¯‹ ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›·˜ ÙËÓ ËÌ¤Ú· ˘ÔÏÔÁÈÛÌÔ‡ .....62
2.4.3 ÀÔÏÔÁÈÛÌfi˜ ÙË˜ ÔÓÔÌ·ÛÙÈÎ‹˜ ·Í›·˜ ÙÔ˘ ÂÓÈ·›Ô˘ 

ÁÚ·ÌÌ·Ù›Ô˘ ÌÂ ÂÔ¯‹ ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›·˜ ÙËÓ ÎÔÈÓ‹ Ï‹ÍË ....................63
2.4.4 ª¤ÛË Ï‹ÍË .....................................................................................64

2.5 ™À¡£∂∆√™ ∆√∫√™ ∫∞π ∞¡∞∆√∫π™ª√™...................................64
2.5.1 ∆ÂÏÈÎ‹ ·Í›· ÎÂÊ·Ï·›Ô˘ ÌÂ ·Ó·ÙÔÎÈÛÌfi .......................................64
2.5.2 ¶·ÚÔ‡Û· ·Í›· ÌÂ Û‡ÓıÂÙË ÎÂÊ·Ï·ÈÔÔ›ËÛË fiÙ·Ó Ô ¯ÚfiÓÔ˜ 

‰ÂÓ Â›Ó·È ·Î¤Ú·ÈÔ ÔÏÏ·Ï¿ÛÈÔ ÙÔ˘ ¯ÚfiÓÔ˘ ÙÔ˘ ÂÈÙÔÎ›Ô˘ ......65
2.5.3 ∞Ó¿ÏÔÁ· Î·È ÈÛÔ‰‡Ó·Ì· ÂÈÙfiÎÈ· ...............................................70

2.5.3.1 ÀÔÏÔÁÈÛÌfi˜ ·Ó¿ÏÔÁˆÓ ÂÈÙÔÎ›ˆÓ ..............................70
2.5.3.2 ÀÔÏÔÁÈÛÌfi˜ ÈÛÔ‰‡Ó·ÌˆÓ ÂÈÙÔÎ›ˆÓ ..........................71

2.5.4 ª¤ÛÔ ÂÈÙfiÎÈÔ ÛÙÔÓ ·Ó·ÙÔÎÈÛÌfi.................................................71
2.5.5 πÛÔ‰˘Ó·Ì›· ÛÙÔ Û‡ÓıÂÙÔ ÙfiÎÔ .....................................................71

2.6 ƒ∞¡∆∂™....................................................................................................72
2.6.1 ∂ÈÛ·ÁˆÁ‹ .......................................................................................72
2.6.2 ªÔÓ·‰È·›Â˜ Ú¿ÓÙÂ˜........................................................................73

2.6.2.1 ¶·ÚÔ‡Û· ·Í›· ÏËÍÈÚfiıÂÛÌË˜ ÌÔÓ·‰È·›·˜ Ú¿ÓÙ·˜......73
2.6.2.2 ¶·ÚÔ‡Û· ·Í›· ÚÔÎ·Ù·‚ÏËÙ¤·˜ ÌÔÓ·‰È·›·˜ 

Ú¿ÓÙ·˜ ............................................................................74
2.6.2.3 ∆ÂÏÈÎ‹ ·Í›· ÏËÍÈÚfiıÂÛÌË˜ ÌÔÓ·‰È·›·˜ Ú¿ÓÙ·˜ .......75

6 ª∞£∏ª∞∆π∫∞ ¢π√π∫∏∆π∫ø¡ ∫∞π √π∫√¡√ªπ∫ø¡ ∂¶π™∆∏ªø¡



2.6.2.4 ∆ÂÏÈÎ‹ ·Í›· ÚÔÎ·Ù·‚ÏËÙ¤·˜ ÌÔÓ·‰È·›·˜ Ú¿ÓÙ·˜ ....76
2.6.3 ªË ÌÔÓ·‰È·›Â˜ Ú¿ÓÙÂ˜...................................................................76

2.6.3.1 ¶·ÚÔ‡Û· ·Í›· ÏËÍÈÚfiıÂÛÌË˜, ÂÙ‹ÛÈ·˜, 
ÚfiÛÎ·ÈÚË˜, ¿ÌÂÛË˜ Ú¿ÓÙ·˜ ........................................76

2.6.3.2 ¶·ÚÔ‡Û· ·Í›· ÚÔÎ·Ù·‚ÏËÙ¤·˜, ÂÙ‹ÛÈ·˜, 
ÚfiÛÎ·ÈÚË˜, ¿ÌÂÛË˜ Ú¿ÓÙ·˜ ........................................76

2.6.3.3 ∆ÂÏÈÎ‹ ·Í›· ÏËÍÈÚfiıÂÛÌË˜, ÂÙ‹ÛÈ·˜, 
ÚfiÛÎ·ÈÚË˜, ¿ÌÂÛË˜ Ú¿ÓÙ·˜ ........................................77

2.6.3.4 ∆ÂÏÈÎ‹ ·Í›· ÚÔÎ·Ù·‚ÏËÙ¤·˜, ÂÙ‹ÛÈ·˜, 
ÚfiÛÎ·ÈÚË˜, ¿ÌÂÛË˜ Ú¿ÓÙ·˜ ........................................77

2.6.3.5 ¶·ÚÔ‡Û· ·Í›· ‰ÈËÓÂÎÔ‡˜ ÏËÍÈÚfiıÂÛÌË˜, 
¿ÌÂÛË˜, ÂÙ‹ÛÈ·˜ Ú¿ÓÙ·˜................................................77

2.6.3.6 ¶·ÚÔ‡Û· ·Í›· ‰ÈËÓÂÎÔ‡˜ ÚÔÎ·Ù·‚ÏËÙ¤·˜, 
¿ÌÂÛË˜, ÂÙ‹ÛÈ·˜ Ú¿ÓÙ·˜................................................77

2.6.3.7 ¶·ÚÔ‡Û· ·Í›· Ì¤ÏÏÔ˘Û·˜ Ú¿ÓÙ·˜...............................77
2.6.4 ∫Ï·ÛÌ·ÙÈÎ‹ Ú¿ÓÙ·........................................................................77
2.6.5 ƒ¿ÓÙ· ·ÚÈıÌËÙÈÎ‹˜ ÚÔfi‰Ô˘ Ï .....................................................78
2.6.6 ƒ¿ÓÙ· ÁÂˆÌÂÙÚÈÎ‹˜ ÚÔfi‰Ô˘ Ï.....................................................80

2.7 ∂¡π∞π∞ ¢∞¡∂π∞ ...................................................................................81
2.7.1 ∂ÈÛ·ÁˆÁ‹ .......................................................................................81
2.7.2 ∂ÓÈ·›· ‰¿ÓÂÈ· ÂÍÔÊÏËÙ¤· ÂÊ¿·Í ...............................................82

2.7.2.1 ∂ÓÈ·›· ‰¿ÓÂÈ· ÂÍÔÊÏËÙ¤· ÌÂ ÂÊ¿·Í ÂÈÛÊÔÚ¿ 
fiÙ·Ó Î·Ù·‚¿ÏÏÔÓÙ·È ÔÈ ÙfiÎÔÈ.......................................82

2.7.2.2 ∂ÓÈ·›· ‰¿ÓÂÈ· ÂÍÔÊÏËÙ¤· ÌÂ ÂÊ¿·Í ÂÈÛÊÔÚ¿ 
fiÙ·Ó ‰ÂÓ Î·Ù·‚¿ÏÏÔÓÙ·È ÔÈ ÙfiÎÔÈ................................82

2.7.2.3 ∂ÓÈ·›· ‰¿ÓÂÈ· ÂÍÔÊÏËÙ¤· ÌÂ ÂÍÔÊÏËÙÈÎfi 
·fiıÂÌ· .........................................................................82

2.7.3 ∂ÓÈ·›· ‰¿ÓÂÈ· ÂÍÔÊÏËÙ¤· ÙÔÎÔ¯ÚÂˆÏ˘ÙÈÎ¿ ................................83
2.7.3.1 ∂ÓÈ·›· ‰¿ÓÂÈ· ÂÍÔÊÏËÙ¤· ÌÂ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· 

ÙÔ˘ ÛÙ·ıÂÚÔ‡ ¯ÚÂÔÏ˘Û›Ô˘.............................................83
2.7.3.2 ∂ÓÈ·›· ‰¿ÓÂÈ· ÂÍÔÊÏËÙ¤· ÌÂ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· 

ÙÔ˘ ÚÔÔ‰Â˘ÙÈÎÔ‡ ¯ÚÂÔÏ˘Û›Ô˘ .....................................84
2.7.3.3 ∂ÓÈ·›· ‰¿ÓÂÈ· ÂÍÔÊÏËÙ¤· ÌÂ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· 

ÙÔ˘ ÌÂÙ·‚ÏËÙÔ‡ ÙÔÎÔ¯ÚÂÔÏ˘Û›Ô˘.................................85

§Àª∂¡∂™ ∞™∫∏™∂π™ ......................................................................................86

¶ƒ√∆∂π¡√ª∂¡∂™ ∞™∫∏™∂π™....................................................................102

¶ÂÚÈÂ¯fiÌÂÓ· 7



∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 3: √ƒπ√ – ™À¡∂Ã∂π∞

3.1 ∂π™∞°ø°∏ – µ∞™π∫∂™ ∂¡¡√π∂™ ..................................................111
3.2 ¶∂¶∂ƒ∞™ª∂¡√ √ƒπ√ ™∆√ x0 ........................................................113

3.2.1 ¶ÏÂ˘ÚÈÎ¿ fiÚÈ· .............................................................................116
3.2.2 ŸÚÈ· Ô˘ ˘ÔÏÔÁ›˙ÔÓÙ·È ÌÂ ÙÔ˘˜ Î·ÓfiÓÂ˜ ÙˆÓ ÔÚ›ˆÓ .............119

3.2.3 ŸÚÈ· ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜  ...................................................................120

3.3. ª∏ ¶∂¶∂ƒ∞™ª∂¡√ √ƒπ√ ™∆√ x0 ................................................123
3.4 √ƒπ∞ ™À¡∞ƒ∆∏™∏™ ™∆√ ∞¶∂πƒ√ ...............................................130

3.4.1 ∂ÈÛ·ÁˆÁ‹ .....................................................................................130
3.4.2 ∞Û‡ÌÙˆÙÂ˜ .................................................................................134
3.4.3 ∆Â¯ÓÈÎ¤˜ ˘ÔÏÔÁÈÛÌÔ‡ ÔÚ›ˆÓ ÛÙÔ ¿ÂÈÚÔ.................................135

3.5 ™À¡∂Ã∂π∞ ™À¡∞ƒ∆∏™∂ø¡ ...........................................................141

§Àª∂¡∂™ ∞™∫∏™∂π™ ....................................................................................146

¶ƒ√∆∂π¡√ª∂¡∂™ ∞™∫∏™∂π™....................................................................149

∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 4: ¶∞ƒ∞°ø°√π ∫∞π ∂º∞ƒª√°∂™

4.1 ¶∞ƒ∞°ø°√™ – ¶§∂Àƒπ∫∂™ ¶∞ƒ∞°ø°√π ..................................155
4.2 ¶∞ƒ∞°ø°√™ µ∞™π∫ø¡ ™À¡∞ƒ∆∏™∂ø¡ ...................................159
4.3 ∫∞¡√¡∂™ ¶∞ƒ∞°ø°π™∏™ ..............................................................162
4.4 ∆√ £∂øƒ∏ª∞ ª∂™∏™ ∆πª∏™.......................................................167
4.5 ª√¡√∆√¡π∞ ™À¡∞ƒ∆∏™∂ø¡ ......................................................171
4.6 ∞∫ƒ√∆∞∆∞ ™À¡∞ƒ∆∏™∏™ .............................................................172
4.7 ∫Àƒ∆√∆∏∆∞ – ™∏ª∂π∞ ∫∞ª¶∏™...............................................177

∆À¶√§√°π√ ∆ø¡ ¶∞ƒ∞°ø°ø¡..............................................................187

§Àª∂¡∂™ ∞™∫∏™∂π™ ....................................................................................189

∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 5: Oπ∫√¡√ªπ∫∂™ ™À¡∞ƒ∆∏™∂π™ – µ∂§∆π™∆√¶√π∏™∏
√π∫√¡√ªπ∫ø¡ ™À¡∞ƒ∆∏™∂ø¡ ªπ∞™ ª∂∆∞µ§∏∆∏™ 

°∂¡π∫∞.............................................................................................................197

§Àª∂¡∂™ ∞™∫∏™∂π™ ....................................................................................222

0
�
0

8 ª∞£∏ª∞∆π∫∞ ¢π√π∫∏∆π∫ø¡ ∫∞π √π∫√¡√ªπ∫ø¡ ∂¶π™∆∏ªø¡



∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 6: √§√∫§∏ƒøª∞∆∞

6.1 µ∞™π∫∂™ ∂¡¡√π∂™............................................................................245
6.2 ∂¡™øª∞∆ø™∏ ∆∏™ ∂™ø∆∂ƒπ∫∏™ ™À¡∞ƒ∆∏™∏™ ª∂™∞ 

™∆√ ¢π∞º√ƒπ∫√ ¶ƒ√∫∂πª∂¡√À ¡∞ ¶ƒ√∫Àæ∂π 
¶∞ƒ∞°√À™∞ ™À¡∞ƒ∆∏™∏ ∫∞π ¶∞ƒ∞°√¡∆π∫∏ 
√§√∫§∏ƒø™∏ ....................................................................................249

6.3 ∂¶π§À™∏ √§√∫§∏ƒøª∞∆ø¡ ∞¶§ø¡ 
∆ƒπ°ø¡√ª∂∆ƒπ∫ø¡ ™À¡∞ƒ∆∏™∂ø¡.........................................253

6.4 ∂º∞ƒª√°∂™ ........................................................................................254
6.5 ∂¶π§À™∏ √§√∫§∏ƒøª∞∆ø¡ À¶∂ƒµ√§π∫ø¡ 

™À¡∞ƒ∆∏™∂ø¡...................................................................................257
6.6 ∂º∞ƒª√°∂™ ........................................................................................258
6.7 ∞§§∞°∏ ª∂∆∞µ§∏∆∏™ .................................................................260
6.8 √§√∫§∏ƒøª∞∆∞ ∆∏™ ª√ƒº∏™ 

�R�x,� ��
p
q1

1
�

,…, � ��
p
qn

n
��dx .....................................................261

6.9 ¢πø¡Àªπ∫√ √§√∫§∏ƒøª∞.........................................................263
6.10 À¶√§√°π™ª√™ ƒ∏∆√À √§√∫§∏ƒøª∞∆√™..........................266
6.11 ª∂∆∞™Ã∏ª∞∆π™ª√π EULER .......................................................270
6.12 À¶√§√°π™ª√™ √§√∫§∏ƒøª∞∆ø¡ ¶√À ¶∂ƒπ∂Ã√À¡

sinx ∫∞π cosx, ª∂ ∞§§∞°∏ ª∂∆∞µ§∏∆∏™ ...............................273
6.13 √ƒπ™ª∂¡√ √§√∫§∏ƒøª∞ ...........................................................274

§Àª∂¡∂™ ∞™∫∏™∂π™ ....................................................................................279

¶ƒ√∆∂π¡√ª∂¡∂™ ∞™∫∏™∂π™....................................................................296

∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 7: ¢π∞º√ƒπ∫∂™ ∂•π™ø™∂π™

7.1 µ∞™π∫∂™ ∂¡¡√π∂™............................................................................301
7.1.1 ∂ÈÛ·ÁˆÁ‹ .....................................................................................301
7.1.2 ™ÙÔÈ¯Â›· ¢È·ÊÔÚÈÎÒÓ ∂ÍÈÛÒÛÂˆÓ .............................................303
7.1.3 ¢È·ÊÔÚÈÎ¤˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ Î·È ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈÂ˜ ∫·Ì˘ÏÒÓ ..................304
7.1.4 ¶ÂÚÈ‚¿ÏÏÔ˘Û· ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ·˜ ∫·Ì˘ÏÒÓ.....................................308

7.2 ¢π∞º√ƒπ∫∂™ ∂•π™ø™∂π™ ¶ƒø∆∏™ ∆∞•∂ø™
(∞Ï‹˜ ÌÔÚÊ‹˜).......................................................................................311

·x�b
�
cx�d

·x�b
�
cx�d

¶ÂÚÈÂ¯fiÌÂÓ· 9



7.2.1 ∂ÈÛ·ÁˆÁ‹ .....................................................................................311
7.2.2 ¢È·ÊÔÚÈÎ¤˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÌÂ ¯·ÚÈ˙fiÌÂÓÂ˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜...................312
7.2.3 √ÌÔÁÂÓÂ›˜ ¢.∂ .............................................................................318
7.2.4 ¢.∂ ∞Ó·ÁfiÌÂÓÂ˜ ÛÂ ÔÌÔÁÂÓÂ›˜....................................................323
7.2.5 °Ú·ÌÌÈÎ¤˜ ¢.∂ .............................................................................326
7.2.6 ¢.∂ ÙÔ˘ Bernoulli........................................................................332
7.2.7 ¢.∂ ÙÔ˘ Ricatti ............................................................................334
7.2.8 ¶Ï‹ÚÂÈ˜ ¢È·ÊÔÚÈÎ¤˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ..................................................336
7.2.9 ∂.¢.∂. 1Ë˜ Ù¿ÍË˜ ·ÓÒÙÂÚÔ˘ ‚·ıÌÔ‡..........................................341
7.2.10 ¢.∂ Clairaut.................................................................................342
7.2.11 ¢.∂ ÙÔ˘ Lagrange........................................................................344
7.2.12 π‰È¿˙Ô˘ÛÂ˜ Ï‡ÛÂÈ˜ ¢.E ................................................................346
7.2.13 ∂›Ï˘ÛË ¢.∂ ÌÂ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡˜ ...........................................348

§Àª∂¡∂™ ∞™∫∏™∂π™ ....................................................................................353

¶ƒ√∆∂π¡√ª∂¡∂™ ∞™∫∏™∂π™....................................................................369

∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 8: ™À¡∞ƒ∆∏™∂π™ ¶√§§ø¡ ª∂∆∞µ§∏∆ø¡

8.1 ™À¡∞ƒ∆∏™∂π™ ∫∞π √π ¶∂ƒπ√Ã∂™ √ƒπ™ª√À ∆√À™..............373
8.2 √ƒπ∞ ∫∞π ™À¡∂Ã∂π∞........................................................................379
8.3 M∂ƒπ∫∏ ¶∞ƒ∞°ø°π™∏ .....................................................................382

8.3.1 ªÂÚÈÎ¤˜ ¶·Ú¿ÁˆÁÔÈ...................................................................382
8.3.2 °ÂˆÌÂÙÚÈÎ‹ ∂ÚÌËÓÂ›·..................................................................386
8.3.3 ¶ÚÔÛ·˘Í‹ÛÂÈ˜ Î·È ¢È·ÊÔÚÈÎ¿ ...................................................388
8.3.4 ¶·Ú¿ÁˆÁÔÈ Î·È ‰È·ÊÔÚÈÎ¿ Û˘Óı¤ÙˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ ...............392
8.3.5 ¶·Ú¿ÁˆÁÔÈ ÂÏÂÌ¤ÓˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ.....................................397
8.3.6 ªÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ› ........................................................................408

8.4 ∫∞∆∂À£À¡√ª∂¡∏ ¶∞ƒ∞°ø°√™ ...............................................410
8.5 ∫§π™∏ ™À¡∞ƒ∆∏™∂ø¡ (GRADIENT) .........................................416
8.6 ∂º∞¶∆√ª∂¡∞ ∂¶π¶∂¢∞ ∫∞π ∫∞£∂∆∂™ °ƒ∞ªª∂™ ..........419
8.7 ∞∫ƒ√∆∞∆∞...........................................................................................422

§Àª∂¡∂™ ∞™∫∏™∂π™ ....................................................................................427

¶ƒ√∆∂π¡√ª∂¡∂™ ∞™∫∏™∂π™....................................................................432

10 ª∞£∏ª∞∆π∫∞ ¢π√π∫∏∆π∫ø¡ ∫∞π √π∫√¡√ªπ∫ø¡ ∂¶π™∆∏ªø¡



∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 9: ™∆√πÃ∂π∞ °ƒ∞ªªπ∫∏™ ∞§°∂µƒ∞™

9.1  √ƒπ™ª√™ ¶π¡∞∫∞ (Matrix)................................................................441
9.2 ∂π¢π∫∂™ ª√ƒº∂™ ¶π¡∞∫ø¡.........................................................442
9.3 ¶ƒ∞•∂π™ ¶π¡∞∫ø¡...........................................................................446
9.4 √ƒπ∑√À™∂™ ..........................................................................................452
9.5 ∞¡∆π™∆ƒ√º√™ ¶π¡∞∫∞™ ...............................................................463
9.6 ¢π∞ª∂ƒπ™∏ ¶π¡∞∫ø¡ .....................................................................467
9.7 ∆∞•∏ ¶π¡∞∫∞ ....................................................................................472

9.7.1 ∂‡ÚÂÛË Ù¿ÍÂˆ˜ ›Ó·Î·...............................................................473
9.8 πÃ¡√™ ¶π¡∞∫∞...................................................................................477
9.9 °ƒ∞ªªπ∫∞ ™À™∆∏ª∞∆∞...............................................................479

9.9.1 √ÚÈÛÌfi˜........................................................................................479
9.9.2 ⁄·ÚÍË Ï‡ÛÂˆÓ ..........................................................................480
9.9.3 ª¤ıÔ‰Ô˜ ··ÏÔÈÊ‹˜ ÙÔ˘ Gauss.................................................482
9.9.4 ª¤ıÔ‰Ô˜ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ˘ ›Ó·Î· ..................................................483
9.9.5 ∂›Ï˘ÛË Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ÌÂ ÔÚ›˙Ô˘ÛÂ˜............................................484

9.10 Ã∞ƒ∞∫∆∏ƒπ™∆π∫∞ ª∂°∂£∏ .........................................................487

§Àª∂¡∂™ ∞™∫∏™∂π™ ....................................................................................490

¶ƒ√∆∂π¡√ª∂¡∂™ ∞™∫∏™∂π™....................................................................499

∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 10: ™∆√πÃ∂π∞ ¶π£∞¡√£∂øƒπ∞™

10.1 ∂π™∞°ø°∏ .............................................................................................503
10.2 µ∞™π∫∂™ ∂¡¡√π∂™............................................................................504

10.2.1 ¶Â›Ú·Ì· Ù‡¯Ë˜ .............................................................................504
10.2.2 ™¯¤ÛÂÈ˜ ÌÂÙ·Í‡ Û˘ÓfiÏˆÓ ............................................................505
10.2.3 ™ÙÔÈ¯Â›· ™˘Ó‰˘·ÛÙÈÎ‹˜ ∞Ó¿Ï˘ÛË˜.............................................509

10.3 ¶π£∞¡√∆∏∆∂™ ...................................................................................513
10.3.1 ∞ÍÈÒÌ·Ù· Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ..............................................................513
10.3.2 ∂Ê·ÚÌÔÁ¤˜...................................................................................514
10.3.3 ¢ÂÛÌÂ˘Ì¤ÓË Èı·ÓfiÙËÙ· .............................................................517
10.3.4 ∞ÓÂÍ¿ÚÙËÙ·, ÂÍ·ÚÙËÌ¤Ó· ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓ·.......................................518
10.3.5 √ÏÈÎ‹ Èı·ÓfiÙËÙ· Î·È ıÂÒÚËÌ· ÙÔ˘ Bayes ..............................521
10.3.6 ∂Ê·ÚÌÔÁ¤˜...................................................................................522

¶ÂÚÈÂ¯fiÌÂÓ· 11



§Àª∂¡∂™ ∞™∫∏™∂π™ ....................................................................................524

¶ƒ√∆∂π¡√ª∂¡∂™ ∞™∫∏™∂π™....................................................................556

∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 11: £∂øƒπ∞ ∞¶√º∞™∂ø¡

11.1 ∂π™∞°ø°∏ .............................................................................................561
11.2 §‹„Ë ·ÔÊ¿ÛÂˆÓ ÛÂ Û˘Óı‹ÎÂ˜ ·‚Â‚·ÈfiÙËÙ·˜ .....................................563

11.2.1 µ·ÛÈÎ¤˜ ¤ÓÓÔÈÂ˜...........................................................................563
11.2.2 ∫ÚÈÙ‹ÚÈ· ∞fiÊ·ÛË˜ ...................................................................564
11.2.3 ∞Ó¿Ï˘ÛË Â˘·ÈÛıËÛ›·˜.................................................................572
11.2.4 ¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· .................................................................................573

11.3 ¢¤Ó‰Ú· ·ÔÊ¿ÛÂˆÓ ................................................................................578
11.3.1 ∫·Ù·ÛÎÂ˘‹ ¢¤Ó‰ÚÔ˘...................................................................578
11.3.2 £ÂÒÚËÌ· √ÏÈÎ‹˜ ¶Èı·ÓfiÙËÙ·˜ ∫·ÓfiÓ·˜ Bayes......................585

§Àª∂¡∂™ ∞™∫∏™∂π™ ....................................................................................587

¶ƒ√∆∂π¡√ª∂¡∂™ ∞™∫∏™∂π™....................................................................600

∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 12: ™∆√Ã∞™∆π∫∂™ ¢π∞¢π∫∞™π∂™

12.1 ∂π™∞°ø°∏ .............................................................................................603
12.1.1 µ·ÛÈÎ¤˜ ¤ÓÓÔÈÂ˜...........................................................................603

12.2 ™ÙÔ¯·ÛÙÈÎ‹ ¢È·‰ÈÎ·Û›· Poisson............................................................604
12.3 ∆˘¯·›Ô˜ ¶ÂÚ›·ÙÔ˜ .................................................................................604
12.4 ª·ÚÎÔ‚È·Ó¤˜ ¢È·‰ÈÎ·Û›Â˜......................................................................605
12.5 ∂ÍÈÛÒÛÂÈ˜ Chapman-Kolmogorov ........................................................609
12.6 ∫·Ù¿Ù·ÍË ™ÙÔ¯·ÛÙÈÎÒÓ ¢È·‰ÈÎ·ÛÈÒÓ ..................................................611
12.7 ™Ù·ÛÈÌfiÙËÙ·.............................................................................................612
12.8 ª·ÚÎÔ‚È·Ó¤˜ ¢È·‰ÈÎ·Û›Â˜ Û˘ÓÂ¯Ô‡˜ ¯ÚfiÓÔ˘ .......................................614

§Àª∂¡∂™ ∞™∫∏™∂π™ ....................................................................................617

¶ƒ√∆∂π¡√ª∂¡∂™ ∞™∫∏™∂π™....................................................................624

¶π¡∞∫∂™ √§√∫§∏ƒøª∞∆ø¡ ...............................................................625

¶π¡∞∫∂™ .........................................................................................................641

µπµ§π√°ƒ∞ºπ∞ ..............................................................................................733

12 ª∞£∏ª∞∆π∫∞ ¢π√π∫∏∆π∫ø¡ ∫∞π √π∫√¡√ªπ∫ø¡ ∂¶π™∆∏ªø¡



¶ƒ√§√°√™

™ÎÔfi˜ ÙÔ˘ ‚È‚Ï›Ô˘ Â›Ó·È Ë ·ÚÔ˘Û›·ÛË ÌÂ ÙÚfiÔ ·Ïfi Î·È Î·Ù·ÓÔËÙfi ÙÔ˘
ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ˘ Ì¤ÚÔ˘˜ ÙË˜ ‡ÏË˜ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ Ô˘ ‰È‰¿ÛÎÂÙ·È ÛÂ ∞∂π ¢ÈÔÈÎËÙÈ-
ÎÒÓ Î·È √ÈÎÔÓÔÌÈÎÒÓ Û¯ÔÏÒÓ. ∆Ô ‚È‚Ï›Ô ·˘Ùfi ·Â˘ı‡ÓÂÙ·È ÛÂ ÚÔÙ˘¯È·ÎÔ‡˜
ÊÔÈÙËÙ¤˜ ÔÈÎÔÓÔÌÈÎÒÓ Û¯ÔÏÒÓ Î·ıÒ˜ Î·È ÊÔÈÙËÙÒÓ ıÂÙÈÎÒÓ ÂÈÛÙËÌÒÓ.
∞ÎfiÌ· ÌÔÚÂ› Ó· Ê·ÓÂ› ¯Ú‹ÛÈÌÔ Î·È ÛÂ ÌÂÙ·Ù˘¯È·ÎÔ‡˜ ÊÔÈÙËÙ¤˜ ÔÈÎÔÓÔÌÈ-
ÎÒÓ ÌÂÙ·Ù˘¯È·ÎÒÓ ÚÔÁÚ·ÌÌ¿ÙˆÓ ·ÏÏ¿ Î·È ÛÂ ÛÙÂÏ¤¯Ë ÂÈ¯ÂÈÚ‹ÛÂˆÓ.

Œ¯ÂÈ ‰ÔıÂ› È‰È·›ÙÂÚË ¤ÌÊ·ÛË ÛÙÈ˜ ÂÊ·ÚÌÔÁ¤˜ ÁÈ’ ·˘Ùfi ·Ú¿ ÙÔ fiÙÈ ˘¿Ú¯ÂÈ
ÛÂ ·ÚÎÂÙfi ‚·ıÌfi ·˘ÛÙËÚ‹ ıÂˆÚËÙÈÎ‹ ÙÂÎÌËÚ›ˆÛË, ¤¯Ô˘Ó ·Ú·ÏËÊıÂ› ‰‡ÛÎÔ-
ÏÂ˜ ·Ô‰Â›ÍÂÈ˜ ıÂˆÚËÌ¿ÙˆÓ. ¶ÚÔÎÂÈÌ¤ÓÔ˘ Ô ·Ó·ÁÓÒÛÙË˜ Ó· Î·Ù·ÓÔ‹ÛÂÈ
Î·Ï‡ÙÂÚ· ÙÈ˜ ‰È‰·ÛÎfiÌÂÓÂ˜ ¤ÓÓÔÈÂ˜ ÛÂ Î¿ıÂ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ ˘¿Ú¯ÂÈ ÌÂÁ¿ÏÔ Ï‹ıÔ˜
Ï˘Ì¤ÓˆÓ ·ÛÎ‹ÛÂˆÓ.

∏ ‰ÔÌ‹, Ë ‡ÏË Î·È Ô ÙÚfiÔ˜ ·ÚÔ˘Û›·ÛË˜ Â›Ó·È ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· ÙË˜ Ì·ÎÚfi-
¯ÚÔÓ‹˜ ÂÌÂÈÚ›·˜ ÙˆÓ Û˘ÁÁÚ·Ê¤ˆÓ ÛÙË ‰È‰·ÛÎ·Ï›· ÙÔ˘ Ì·ı‹Ì·ÙÔ˜ ÙˆÓ
ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ ÛÙÔ ∞∂π ¶ÂÈÚ·È¿ ∆.∆.

∆ËÓ Û‡ÓÙ·ÍË ÙˆÓ ÎÂÊ·Ï·›ˆÓ ÂÈÌÂÏ‹ıËÎ·Ó ÔÈ Û˘ÁÁÚ·ÊÂ›˜ ˆ˜ ÂÍ‹˜: ÙÔ
¤‚‰ÔÌÔ Î·È fiÁ‰ÔÔ Ô §. µÚ˘˙›‰Ë˜, ÙÔ ÚÒÙÔ Î·È ÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ Ë ∂. ∫ÔÛÛÈ¤ÚË ÂÓÒ
Ù· ˘fiÏÔÈ· Ô ª. Ã·ÏÈÎÈ¿˜. ∫·Ù¿ ÙË Û˘ÁÁÚ·Ê‹ ÔÏ‡ ÛËÌ·ÓÙÈÎ‹ ‹Ù·Ó Ë ‚Ô‹-
ıÂÈ· ÙË˜ Û˘Ó·‰¤ÏÊÔ˘ À.¢ ÙÔ˘ ·ÓÂÈÛÙËÌ›Ô˘ Cambridge ∂Ï¤ÓË˜ Ã·Ú·Ï¿-
ÌÔ˘˜. OÈ ·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜ ÙË˜ ‹Ù·Ó Ô˘ÛÈÒ‰ÂÈ˜ Î·È ÂÓÙfiÈÛÂ ÛËÌ·ÓÙÈÎfi ·ÚÈıÌfi
·Ú·Ï‹„ÂˆÓ. 

£· ‹ıÂÏ· Ó· ·Ó·Ê¤Úˆ fiÙÈ ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ·Ú·Ù‹ÚËÛË ÂÎ Ì¤ÚÔ˘˜ ÙÔ˘ ·Ó·-
ÁÓÒÛÙË ÌÂ ÛÎÔfi ÙË ‚ÂÏÙ›ˆÛË ‹ ÙË ‰ÈfiÚıˆÛË ÙË˜ ‡ÏË˜, ı· Â›Ó·È Â˘ÚfiÛ‰ÂÎÙË
Î·È ı· ÏËÊıÂ› ˘fi„Ë ÛÂ ÌÂÏÏÔÓÙÈÎ‹ Â·Ó¤Î‰ÔÛË.

ª. Ã·ÏÈÎÈ¿˜

§. µÚ˘˙›‰Ë˜

∂. ∫ÔÛÛÈ¤ÚË


